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3 kinematic transmission

1 rotor casing
2 blade

4 control rod
5 servomotor
6 bevel gear
7 reduction gear

9 propeller housing
10 thrust plate
11 roller bearing
12 gear pump

8 driving sleeve
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î@ãFÉ.áTâ�áTìné!è`ß`â(è�çvñ�áHñ�é þ áTâ�á�åRâ�á¦î@ãFÉ.áTâ�áTìné!è`â�ç�è�áTæêæ�áTâ�é�ð=è)áHñiÑXé þ åRé!î@ãFÉ.áTâ�ãêìÿñ�ãêë�ávÑXìXß`à¦��áTâ�ç��Ê�`æ¯å�î`áHñ�Ñ`ñ þ åRè�á
ç��,�`æ¯å�î`áHñ�Ñ#�`æ¯å�î`á°ñ(é�áHáTâ(ãêì��3åRì-îµà¶åRìXðïç�é þ áTâ�äHç�ì-ñ(é(â(ß-äTé(ã�ç�ì�î`áTé�åRãêæ�ñ�òÄÀ'æêæ«é þ çvñ�á+è2åRâ�åRà#áTé�áTâ�ñ þ å��há��vâ�á�åRé
ãêì@í-ß-áTì-äHáWç�ì3é þ áWä þ åRâ�å�äTé�áTâ(ã�ñ(é(ã�äHñ¦ç��«é þ á�è`â�ç�è)áTæêæ�áTâ�ò
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phase angle φ [°]

= ã��vß`â�áWÎ Å �`æ¯å�î`áWñ�é�áHáTâ(ãêì��¶äTß`â��há:0QÓX-�@ 2 ò

ý�þ á¶ñ(é�áHáTâ(ãêì��Ïç��!é þ áC�`æ¯å�î`ávÑ�ãxò½ávòêÑ�é þ á[çvñ�äTãêæêæ¯åRé(ãêì��ïà#ç�é(ã�ç�ì à#áTìné(ã�ç�ì-áHîÃå��)ç	�hávÑ�ä�åRìE�)á¶î`áHñ�äTâ(ã��)áHîVå�ñ
ñ(é�áHáTâ(ãêì���åRì��væ�á�0

α
ãêì = ã��vß`â�á�Î 2 ãêì°î`áTè)áTì-î`áTì-äTð°ç��2é þ á�â�ç�é�ç�âX0 ¥ 2 è)çvñ(ãêé(ã�ç�ìT0 Φ ãêì = ã��vß`â�á!Î 2 òlË á�ä�åRæêæ=é þ ã�ñé þ áTD�)F(?G?I�K"LIMI�N�$POJQSURN!V�IAÌ'Í�ÎlÏ´Ð�ò ý�þ ã�ñ�äTß`â��há+ã�ñ®ì-ç�é�ç�ì`æêðµî`á��-ì`ãêì��ÿé þ á+à¶å��vì`ãêé(ß-î`á#åRì-îµî@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì ç��

é þ â(ß-ñ(é�Ñ@ãêé�ç��J�Xã�ç�ß-ñ(æêð3åRæ�ñ�ç þ å�ñ!áTì-ç�â(à#áHç�ß-ñ'ãêì@í-ß-áTì-äHá�ç�ì3é þ á¦í2ç�� åRâ�ç�ß`ì-î3é þ á�è`â�ç�è�áTæêæ�áTâ'åRì-îÿé þ áTâ�á��ºç�â�á
ç�ì°ãêé�ñ�á�4¶äTã�áTì-äTðhò � és��å�ñlé þ áTâ�á��Qç�â�á!ä þ çvñ�áTì¶å�ñ�ç�ß`âs��åRâ(ã¯å��`æ�á�è2åRâ�åRà#áTé�áTâs�ºç�â�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì^ò�8®ß`âlè`â�ç��`æ�áTà
ß`ì-î`áTâ�ãêì?�háHñ�é(ã��nåRé(ã�ç�ì ã�ñ�é þ ß-ñWé�ç��-ì-î åRì ç�è`é(ãêà¶åRæ�ÓX-�@�ãêì�é þ á�ñ�áTì-ñ�á�é þ åRé�é þ á�á�4¶äTã�áTì-äTð�ç���é þ áÈ+<- /ã�ñ�à¶å;�@ãêà¶åRæ¼�ºç�â¦é þ á¶î`áTé�áTâ(à�ãêì-áHî ÓX-�@ å�ñ�äHç�à�è2åRâ�áHî��!ãêé þ åRæêæLç�é þ áTâ�ñiò = ãêâ�ñ(é���á þ å��há#é�ç3ñ(è�áHäTãF�Fðµé þ á
à¶åRé þ áTà¶åRé(ã�ä�åRæ�à#ç=î`áTæêæêãêì��[ç��lé þ á�è`â�ç��`æ�áTà ò

Ñ ¯�°�±¡Ò�ºWö)üeÓ üMÔlÕ�ö
ü�ø�õ ¹ ÷�ø�Ö�»e±,Ó
� ì3è`â(ãêì-äTãêè`æ�ávÑ`é þ á��nß-áHñ�é(ã�ç�ìïç��«î`áTé�áTâ(à�ãêì`ãêì��ÿåRì ç�è`é(ãêà¶åRæ�ÓX-�@ äHç�ß`æ�îïåRæ�ñ�çÈ��á�ãêì?�háHñ(é(ã��nåRé�áHîT�Xðÿè þ ð@ñ(ã�ä�åRæ
á��@è)áTâ(ãêà#áTìXé�ñ�ò � ì¬�xå�äTé�Ñl+Lç�ãêé þ þ å�ñ°å è�ç���áTâ��Fß`æ3��åRé�áTâ°é�åRì���� þ ã�ä þ åRæêæ�ç	��ñ°ñ�á�háTâ�åRæ�á��@è�áTâ(ãêà#áTìné�ñ�ò = ç�â
ñ(ß-ä þ åRìVç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì^Ñ þ ç���á�háTâ�Ñ�ç�ì-áC��ç�ß`æ�îVì-áHáHîVå þ ß��háÿåRà#ç�ß`ìné�ç��'á��=è�áTâ(ãêà#áTìné�ñiÑs� þ ã�ä þ ã�ñ¦��ç�é þ
á��@è)áTì-ñ(ã��há�åRì-î�é(ãêà#á���äHç�ì-ñ(ß`à�ãêì��-òlÍµç�â�áHç	�háTâ�Ñ�é þ áTâ�á¼��ç�ß`æ�î¦�)áLì-ç��vß2åRâ�åRìné�áHá�é þ åRé^é þ áLî`áTé�áTâ(à�ãêì-áHî�äTß`â��há
ã�ñ�ãêì±ñ�ç�à#á®ñ�áTì-ñ�á®ç�è`é(ãêà¶åRæxò = ß`â(é þ áTâ(à#ç�â�ávÑ`ç�ì-á¦áTì-äHç�ß`ìXé�áTâ�ñ�ñ�ä�åRæêãêì���è`â�ç��`æ�áTà#ñ1� þ áTì3äHç�à�è2åRâ(ãêì���â�áHñ�ß`æêé�ñ
ç��`é�åRãêì-áHî ãêì�é þ á#à#çXî`áTæLé�ç3î-åRé�å3à#á�å�ñ(ß`â�áHî ãêì�â�á�åRæêãêétðhò�À¦ñ�åRì á��-åRà�è`æ�ávÑ^é þ á#á�É.áHäTéWç���é þ áC×'áTð=ì-ç�æ�î`ñ
ìnß`à��)áTâ±î`çXáHñ#ì-ç�é¶ñ�ä�åRæ�á åRè`è`â�ç�è`â(ã¯åRé�áTæêðhÑ���áHä�åRß-ñ�áÿé þ á á��@è)áTâ(ãêà#áTìXé�ñ[åRâ�á ä�åRâ(â(ã�áHî&ç�ß`é¶å�äHäHç�â�î@ãêì��væêðÃé�ç
= â�ç�ß-î`á*¾½ñ�Â�å���ò
ý�þ áTâ�á��Qç�â�ávÑH��á�ß-ñ�á�ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ-ñ(ãêà+ß`æ¯åRé(ã�ç�ì-ñ�å�ñ«å��2å�ñ�á�é�ç¦î`áTé�áTâ(à�ãêì-á�é þ á�â�áTæ�á�våRìnélè2åRâ�åRà#áTé�áTâ�ñ�ìXß`à#áTâ��

ã�ä�åRæêæêðhò ý�þ ß-ñ�ÑH��á�ì-áHáHî#å®à¶åRé þ áTà¶åRé(ã�ä�åRæ-à#ç=î`áTæ7�Qç�âlé þ á�í2ç��Ããêì-î@ß-äHáHîÈ�Xð+é þ á3+<- / åRì-î�å'à¶åRé þ áTà¶åRé(ã�ä�åRæ�ºç�â(àWß`æ¯åRé(ã�ç�ìµç��lé þ á�äHç�â(â�áHñ(è�ç�ì-î@ãêì��¶ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìÏè`â�ç��`æ�áTà ò
ØsÙLÚ Û5Ü,ÝßÞáà#âHÜ,Ý�ã�à#âHäLå7àçæ�ÞrèséêÝ�æ
Ë á�ñ(é�åRâ(é��Xð ãêìné(â�ç=î@ß-äTãêì��ÿé þ á�à¶åRé þ áTà¶åRé(ã�ä�åRæ�à#çXî`áTæl� þ ã�ä þ î`ç=áHñ'ì-ç�é¦ðháTé®ãêìJ�hç�æ��há�åRìnðµî@ã�ñ�äTâ�áTé(ãêëiåRé(ã�ç�ì
�ºç�â!ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�è`ß`â(è�çvñ�áHñ�ò ý�þ ã�ñ!ã�ñ�î`ç�ì-á�ãêìµå°ñ�áHäHç�ì-î ñ(é�áTè^ò
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ëçì%í´ì'í î�ï ×ð�ñPò`Ü«× Á·ó ×n×XÛ�ô%õwö Ä�÷ Û	ø)× Å ð Á�Ä�É
Â^áTé�ß-ñ,�-â�ñ�é�î`áHñ�äTâ(ã���á®ãêì¶à¶åRé þ áTà¶åRé(ã�ä�åRæ.é�áTâ(à#ñ!åRìÿåRè`è`â�ç�è`â(ã¯åRé�á�ÓX-�@¦ò � �ç��á¦è2åRâ�åRà#áTé�áTâ(ãêë�á¦é þ á®â�ç�é�åRé(ã�ç�ì
ç��'å3è`â�ç�è�áTæêæ�áTâ¦�Xð�ãêé�ñ�åRì��væ�ávÑl��á[ç��`é�åRãêì é þ á¶è2åRâ�åRà#áTé�áTâ+ãêìXé�áTâ���åRæ

[0, 2π]
ò ý�þ ß-ñ�Ñl��á±åRâ�á#æ�ç=ç��Xãêì��A�Qç�â

�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì-ñ
s : [0, 2π]→ [−π, π],Φ→ s(Φ) = αâ�áTè`â�áHñ�áTìXé(ãêì��ÿå°ÓX-�@¦Ñ��!ãêé þ

Φ
åRì-î

α
å�ñ!ãêìné(â�ç=î@ß-äHáHî ãêì«-=áHäTé(ã�ç�ì;Î@ò�8��?�=ã�ç�ß-ñ(æêðhÑ
ñ(ß-ä þ åÈ�Fß`ì-äTé(ã�ç�ì ì-áHáHî`ñ

é�ç���á� �I�N�$%�	G�$%S�Ñnãxò½ávòêÑ
s(0) = s(2π)

ò = ãêì2åRæêæêðhÑnî@ß-á!é�ç�é�áHä þ ì`ã�ä�åRæ2â�á�å�ñ�ç�ì-ñiÑH��á'î`ç�ì-ç�é�åRæêæ�ç��&â�åRè`ã�î#ä þ åRì��háHñ
ç��.é þ á'ç�â(ã�áTìXé�åRé(ã�ç�ìÿç��^é þ á��`æ¯å�î`á®åRì-î¶é þ ã�ñ�äHç�â(â�áHñ(è�ç�ì-î`ñ�é�çWñ(à#ç=ç�é þ ì-áHñ�ñ�ç���é þ á®ÓX-�@¦Ñnñ�å�ð

s ∈ C2[0, 2π]
ò

ý�þ ß-ñ���á�ä�åRæêæ�é þ á�ñ(è2å�äHá

C2
2π := {s : [0, 2π]→ [−π, π] : s ∈ C2[0, 2π], s(0) = s(2π)} 0|§@ò ¥ 2

é þ áÈK�I"���ù�V�(�)ú$|G�Í1ÎsÏlò
8®ì-áµñ þ ç�ß`æ�î ì-ç�é�ávÑ þ ç	��á�háTâ�Ñ®é þ åRé[ì-ç�é±á�háTâ(ð

s ∈ C2
2π

�vã��háHñ¶â(ã�ñ�á é�ç å�â�á�å�ñ�ç�ì2å��`æ�á;ÓX-�@ ãêì é þ á
é�áHä þ ì`ã�ä�åRæ^ñ�áTì-ñ�ávò � ì��ºå�äTé�ÑXé þ á�å��)ç	�há®à#ç=î`áTæ�î`çXáHñ�ì-ç�é�á��@äTæêß-î`á¦é þ åRé�é þ á'è�áTâ��Qç�â(à¶åRì-äHá�ç���é þ á¦ñ þ ãêè±à¶åHð
ì-ç�é'ñ þ ç	��å°î`áHñ(ãêâ�áHîT��á þ å��=ã�ç�âX�!ãêé þ å��vã��háTìµÓ�-�@¦òÇË á��!ãêæêæ�äHç�à#á��2å�äe�[é�ç�é þ ã�ñ�è)ç�ãêìXé�æ¯åRé�áTâ�ò
� �<��áA��åRìnéÿé�ç ç�è`é(ãêà�ãêë�áµé þ áÏá�4¶äTã�áTì-äTð ç���é þ á>+<- / å�ñ±å��Fß`ì-äTé(ã�ç�ì©ç���é þ áïÓX-�@¦Ñ�ç�ß`â[ç��76(áHäTé(ã��há

�Qß`ì-äTé(ã�ç�ìïç��?�=ã�ç�ß-ñ(æêðÿé�å��háHñ!é þ á9�ºç�â(à

E : C2
2π → û , E : s 7→ E(s) := η0(s),

0|§@ò Î 2
� þ áTâ�á

η0
î`áTì-ç�é�áHñ+é þ á¨I'üýS$BI�O´Sþvò � ì ç�â�î`áTâWé�çµî`á��-ì-á

E(s)
Ñl��á¶ì-áHáHî é�çïî`áHñ�äTâ(ã��)á¶é þ á�í2ç��%é þ åRéWã�ñ

ãêì-î@ß-äHáHîT�Xð±é þ á�â�ç�é�åRé(ã�ç�ìïç��«é þ á<+�- / ò
ëçì%í´ì Ç î�ï ×«ÿTòHøÊôF×XÛ�� Á·ó Ú��
×nÝ���� ÷ ò ó ôFÚ#õ�Ý
ý�þ á�Þ¦å��Xã�áTâ��.-Xé�ç��háHñ�á��Xß2åRé(ã�ç�ì-ñ�åRâ�áLé þ á�äHç�â�á�á��Xß2åRé(ã�ç�ì-ñlç��2äHç�ìné(ãêìnß`ß`à Ñ?�nå�ñ�åRì-î�í-ß`ã�î�î@ðXì2åRà�ã�äHñiò	�¦áTì-äHávÑ
é þ áTð åRæ�ñ�çW�ºç�â(à åRì åRè`è`â�ç�è`â(ã¯åRé�á[à#çXî`áTæ þ áTâ�ávòW-Xãêì-äHá#é þ á�à#áHî@ãêß`à�ç���é þ á�í2ç���ã�ñ<��åRé�áTâ�Ñl��á�ß-ñ�á�é þ á
$'O´SM��&� ´NMI!KeK�$|D)�I�Þ�å��=ã�áTâ��.-Xé�ç��háHñ'á��Xß2åRé(ã�ç�ì-ñX� þ ã�ä þ â�á�å�îïå�ñ1�ºç�æêæ�ç���ñ

∂

∂t
~u+ ~u · ∇~u− ν∆~u+

1

ρ
∇p = ~f,

div ~u = ∇ · ~u = 0,

0|§@òg§ 2

� þ áTâ�á
~u
î`áTì-ç�é�áHñ�é þ á�ß`ì��Xì-ç	�!ì>�háTæ�ç=äTãêé�ð5�2áTæ�î.Ñ

p
é þ á�ß`ì��=ì-ç��!ì è`â�áHñ�ñ�ß`â�ávÑ ~f å��vã��háTì á��=é�áTâ(ã�ç�âX�Qç�â�äHávÑ ρã�ñ�é þ á��vã��háTì�0QäHç�ì-ñ(é�åRìné 2 î`áTì-ñ�ãêé�ðÏåRì-î ν ã�ñ�é þ á��Xãêì-áTà¶åRé(ã�äÈ�=ã�ñ�äHçvñ(ãêétðhò<À®æêæ«é þ áHñ�á¦�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì-ñ�î`áTè�áTì-î;ç�ìé(ãêà#á

t ∈ [0, T ]
åRì-î;ñ(è2å�äHá

x ∈ Ω ⊂ û 3 Ñ·� þ áTâ�á#é þ á¦�-ì2åRæ�é(ãêà#á T äHç�â(â�áHñ(è�ç�ì-î`ñ�é�çÿç�ì-á��Qß`æêæ«â�ç�é�åRé(ã�ç�ì
ç���é þ á�è`â�ç�è�áTæêæ�áTâ�åRì-î

Ω
ã�ñ�é þ á+î`ç�à¶åRãêìÏç���é þ áWí2ç���ò � ìµå�î`î@ãêé(ã�ç�ì^Ñ.åRè`è`â�ç�è`â(ã¯åRé�áWãêì`ãêé(ã¯åRæ�åRì-î>��ç�ß`ì-î-åRâ(ð

äHç�ì-î@ãêé(ã�ç�ì-ñ þ å��há�é�çÈ��á�ãêà�è)çvñ�áHî.ò
ý�þ á�ãêì@í-ß-áTì-äHá�ç��«é þ á+ÓX-�@

s
é�ç#é þ á�í2ç���ã�ñ��=ã¯å°é þ á<��ç�ß`ì-î-åRâ(ð3äHç�ì-î@ãêé(ã�ç�ì-ñ�Ñ2é þ áWá��=é�áTâ(ã�ç�â��Qç�â�äHá ~f ã�ñî`áTé�áTâ(à�ãêì-áHî;ávò �-ò#�nð é þ á���åRé�áTâ�ñ(è�áHáHîµåRì-îÏç�é þ áTâ�á��=é�áTâ(ã�ç�â®í2ç�� äHç�ì-î@ãêé(ã�ç�ì-ñ�ò9À¦ñ�ñ(ß`à�ãêì��¶é þ åRé9��á þ å��há

å°ñ�ç�æêß`é(ã�ç�ìïç��
(3.3)

Ñ���á+ç��`é�åRãêì è`â�ç�è)áTâ(é(ã�áHñ

~u(s) : [0, T ] × Ω→ û 3, p(s) : [0, T ]× Ω→ û
î`áTè�áTì-î@ãêì��¶ç�ì é þ á�è2åRâ(é(ã�äTß`æ¯åRâ¦Ó�-�@

s ∈ C2
2π

ò

ª



ëçì%í´ì�ë ��
�Jô7×Rõ��hØ
Þ¦ç���å�ñ�ñ(ß`à�ãêì��3é þ åRé���á þ å��há�é þ á��Xß2åRìné(ãêé(ã�áHñ<�Fâ�ç�à é þ á:@ = Ô ä�åRæ�äTß`æ¯åRé(ã�ç�ì-ñ+åRé þ åRì-î.Ñ¿��á#åRâ�á#å��`æ�á°é�ç
ä�åRæ�äTß`æ¯åRé�á�é þ á�â�áTæ�á�våRìné®é�áHä þ ì`ã�ä�åRæl�nß2åRìXé(ãêé�ðhÑ-ãxò½ávòêÑ-é þ á�I'üýS$BI�O´Sþvò
= ã��vß`â�áX§®ñ þ ç���ñ�ñ�ç�à#á�ç��2é þ á�â�áTæ�á�våRìné¼�háHç�à#áTé(â(ðhòsË á�ñ(é�åRâ(és�!ãêé þ é þ áê�ºç�â�äHá�ãêì`ãêé(ã¯åRé�áHîÈ�nð+é þ á�è`â�áHñ�ñ(ß`â�á

~Fp(t) :=

∫

A(t)
p(t, ~x)~n(t, ~x) dA

Ñ 0|§@ò ª 2
� þ áTâ�á

A
î`áTì-ç�é�áHñ'é þ á�ñ(ß`â��xå�äHá�ç���é þ á��`æ¯å�î`áHñ'åRé!é(ãêà#á

t
åRì-î

~n(t, ~x)
ã�ñ�é þ á�ç�ß`éz��åRâ�î ì-ç�â(à¶åRæç�háHäTé�ç�â®ç�ì

é þ á��`æ¯å�î`á�ñ�ß`â��ºå�äHávò�Þ¦á��=é!é þ á��Qç�â�äHá�äTâ�á�åRé�áHîA�nð±é þ á�ñ þ á�åRâ'ñ(é(â�áHñ�ñ
~τ := µ ∂u∂~n

ã�ñ�ä�åRæ�äTß`æ¯åRé�áHî

~Fr(t) :=

∫

A(t)
~τ(t, ~x) dA

ò 0|§@ò Ð 2
ý�þ á�è2åRâ(é'ç��lé þ áÄ�ºç�â�äHáHñ!ãêìïî@â(ã��=ãêì��¶î@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì ~d

ç��lé þ á�ñ þ ãêè3ã�ñ�é þ áC"��?N�U?K"Çù���N�S!I
T (t) :=

(
~Fp(t) + ~Fr(t)

)
· ~d ò 0|§@ò Ò 2

ý�þ áC"B��N��UÇI
M

äHç�ì-ñ(ã�ñ�é�ñ�ç��«éz��ç¶è2åRâ(é�ñ Å
MG

ã�ñ!é þ á�é�ç�âM�Xß-á�â�áTæ¯åRé�áHî é�ç°é þ á��væ�ç��2åRæ^è`â�ç�è�áTæêæ�áTâ�â�ç�é�åRé(ã�ç�ì

Og

~rg

~x

~n

~rl
Ol

= ã��vß`â�á¦§ Å äHç=ç�â�î@ãêì2åRé�áHñ®åRì-îT�háHç�à#áTé(â(ð3ç��lé þ á�+Lç�ãêé þ �.-=ä þ ì-áTã�î`áTâ 0© / â�ç�è�áTæêæ�áTâ�ò

MG(t) :=

(∫

A(t)
p(t, ~x)~n(t, ~x)× ~rg + ~Fr(t)× ~rg dA

)
· ~zD

Ñ 0|§@ò Ë 2
� þ áTâ�á

~rg
î`áTì-ç�é�áHñ�é þ áW) I�V�IN±ç���é þ áÈ�væ�ç��2åRæ�â�ç�é�åRé(ã�ç�ì^Ñ^ãxò½ávòêÑ.é þ áÈ�háHäTé�ç�â9�Qâ�ç�à é þ á�äHáTìné�áTâWç���é þ á��væ�ç��2åRæ

â�ç�é�åRé(ã�ç�ì
Og

é�ç
~x
åRì-î

~zD
î`áTì-ç�é�áHñ�é þ á��væ�ç��2åRæ^å;�@ã�ñ�ç���â�ç�é�åRé(ã�ç�ì^ò

MB
ã�ñ�é þ á¦é�ç�âM�Xß-á'ì-áHäHáHñ�ñ�åRâ(ð¶é�ç�ñ(é�áHáTâ

é þ á��`æ¯å�î`áHñ'å�äHäHç�â�î@ãêì��væêð3é�ç#é þ á�Ó�-�@
s
Å

MB(t) :=

(∫

A(t)
p(t, ~x)~n(t, ~x)× ~rl + ~Fr(t)× ~rl dA

)
· ~zD

Ñ 0|§@ò Ì 2
� þ áTâ�á

~rl
î`áTì-ç�é�áHñ�é þ á�) I�V�I�N�ç��lé þ á��`æ¯å�î`á�â�ç�é�åRé(ã�ç�ì^ò ý ç��háTé þ áTâ���á þ å��há

M(t) := MG(t) +MB(t)
1

2πn

∂s(t)

∂t

ò 0|§@ò ½ 2
Ð



Ó�ð[é�å��=ãêì��#é þ á�ãêìXé�á�vâ�åRæ�ñ��!ãêé þ â�áHñ�è)áHäTé!é�ç�é(ãêà#á
t
ç��háTâ®ç�ì-á�äHç�à�è`æ�áTé�á�è`â�ç�è�áTæêæ�áTâ'é(ß`â(ìT��á+ç��`é�åRãêì

T :=

∫ 2π

0
T (t) dt

åRì-î 0|§@ò ¥ Õ 2

M :=

∫ 2π

0
M(t) dt

ò 0|§@ò ¥*¥ 2
ý�þ á°è`â�ç�è`ß`æ�ñ(ã�ç�ì á�4¶äTã�áTì-äTð;ç���é þ á��Qâ�áHá�â(ß`ì`ì`ãêì��3è`â�ç�è)áTæêæ�áTâ�ã�ñ�î`á��-ì-áHî å�ñ�é þ á°â�åRé(ã�ç3ç���é þ á+è`â�ç�è`ß`æ�ñ�ã�ç�ì
è�ç���áTâÈ0

Tva
2 åRì-îÿé þ á�î`áTæêã��háTâ�áHîïè)ç	��áTâ�0 M2πn 2 Ñ�� þ áTâ�á va ã�ñ!é þ á�ãêì@í2ç���ñ(è)áHáHî é�ç°é þ á�è`â�ç�è)áTæêæ�áTâ Å

η0 :=
Tva
M2πn

ò 0|§@ò ¥ Î 2
Þ¦á��=é���á�ä�åRæ�äTß`æ¯åRé�á�é þ á�î@ãêà#áTì-ñ(ã�ç�ì`æ�áHñ�ñ��Xß2åRìné(ãêé(ã�áHñ��Qç�â!é þ â(ß-ñ(é¦åRì-îÿé�ç�âM�nß-ávò ý�þ çvñ�áWåRâ�á

ks :=
T

ρ
2DL(Dπn)2

åRì-î 0|§@ò ¥ § 2

kd :=
2M

ρ
2D

2L(Dπn)2

Ñ 0|§@ò ¥ ª 2
� þ áTâ�á

ρ
ã�ñ'é þ á+î`áTì-ñ(ãêétð ç��,��åRé�áTâ�Ñ

D
ã�ñ'é þ á+î@ã¯åRà#áTé�áTâ¦ç��Lé þ áWè`â�ç�è)áTæêæ�áTâ�Ñ

L
î`áTì-ç�é�áHñ®é þ áWæ�áTì��vé þ ç��Lé þ á

�`æ¯å�î`áHñ®åRì-î
n
ã�ñ!é þ á�ìnß`à¦��áTâ®ç��lâ�á�hç�æêß`é(ã�ç�ì-ñ'ç��lé þ á�è`â�ç�è�áTæêæ�áTâ�ò��¦áTì-äHá���á þ å��há

η0 =
ks

kd
λ
ò 0|§@ò ¥ Ð 2

= ãêì2åRæêæêðhÑ`é þ á�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìµè`â�ç��`æ�áTà ß`ì-î`áTâ'äHç�ì-ñ(ã�î`áTâ�åRé(ã�ç�ìµã�ñ!é þ áÄ�ºç�æêæ�ç��!ãêì��
η0(s)→ max

s∈C2
2π

!
0|§@ò ¥ Ò 2

ý�þ ã�ñ¼�ºç�â(àWß`æ¯åRé(ã�ç�ìÿäHç�â(â�áHñ(è�ç�ì-î`ñLé�çWåRìAUJOÇNMI!K"%N!$|S�"LI�G��! #"%$'&�$���(H"%$%��O< ´N��?D�) I�&
�!ãêé þ åÈO´��O�)ú$'O#I�(�N�ç��76(áHäTé(ã��há
�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì^òA8��?�=ã�ç�ß-ñ(æêðhÑs��á[äHç�ß`æ�î åRæ�ñ�ç>�Qç�â(à+ß`æ¯åRé�á¶é þ á¶è`â�ç��`æ�áTà å�ñ�å / Ô9Á äHç�ì-ñ(é(â�åRãêì-áHî ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì
è`â�ç��`æ�áTà ò ÍÏáTé þ ç=î`ñ�Ñ�å�î7�våRìné�å��háHñ¶åRì-îÃî@ãF4¶äTß`æêé(ã�áHñ#ç��®é þ ã�ñ#åRè`è`â�çhå�ä þ åRâ�áÿî`áTé�åRãêæ�áHî ãêì�� ¥�� ò��¦ç���á�háTâ�Ñ
å�ñ¦�ºåRâ°å�ñ¦��á[äHç�ß`æ�îVñ�áHávÑ«é þ ã�ñ+î`ç=áHñ+ì-ç�é+ç�É.áTâ°å>�)áTé(é�áTâ�ä þ ç�ã�äHá��Qç�â+é þ á¶ìXß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�é(â�á�åRé(à#áTìné��Qç�â+é þ á
äHç�ì-ñ(ã�î`áTâ�áHî°è`â�ç��`æ�áTà ò¼ÁLñ�è)áHäTã¯åRæêæêð��!ãêé þ ç�ß`é¼�vã��Xãêì���ß`è°é þ á3�`æ¯å�äM���)ç��°åRè`è`â�çhå�ä þ åRì-î°â�á�!â(ãêé(ãêì���é þ áX@ = Ô
ñ�ç��QéL��åRâ�ávÑÇ� þ ã�ä þ ã�ñ'åRæêà#çvñ(é�ãêà�è�çvñ�ñ(ã��`æ�á9�ºç�â�äHç�à#áTâ�äTã¯åRæ�ñ�ç��QéL��åRâ�ávò
ØsÙ�� �¬ä���å! ?Ý�âHä#"�à#âHäBè�$
Þ¦ç�� ��á�ãêìné(â�ç=î@ß-äHá�é þ á�î@ã�ñ�äTâ�áTé(ãêëiåRé(ã�ç�ì�é þ åRés��á�ß-ñ�á�ãêì°ç�â�î`áTâ«é�ç�î`áTé�áTâ(à�ãêì-á�å®ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ2åRè`è`â�ç��=ãêà¶åRé(ã�ç�ì
é�ç°é þ á�ç��76(áHäTé(ã��há9�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì

η0(s)
ò

ëçì Ç ì'í % ò`Û�ò'& × ó Û�ô�(Hò ó ôFÚ´õ Ú�) ó ï ×ð Á«Ä
ý�þ á¼�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì°ñ(è2å�äHá

C2
2π

ã�ñ�ãêì7�-ì`ãêé�á���î@ãêà#áTì-ñ(ã�ç�ì2åRæxò ý�þ ß-ñiÑ;��á�ì-áHáHî°å1�-ì`ãêé�á���î@ãêà#áTì-ñ�ã�ç�ì2åRæ`åRè`è`â�ç��=ãêà¶åRé(ã�ç�ì
� þ ã�ä þ ã�ñ�ñ(ß`ãêé�å��`æ�áÄ�ºç�â!é þ á�ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�é(â�á�åRé(à#áTìXé�ò ý�þ ã�ñ!à#á�åRì-ñiÑ7��á�ì-áHáHî å¦ 7(*N�(�&:I"%N�$���(*"%$|��O

p : û n →
C2

2π

Ñ û n 3 X 7→ s(X)
Ñ2ãxò½ávòêÑ-å�ÓX-�@

s
ã�ñ�â�áTè`â�áHñ�áTìné�áHîA�nð

n
î`á�vâ�áHáHñ®ç��w�Qâ�áHáHî`ç�à ò

ý�þ á�ì-á��@é®ñ(é�áTèïã�ñ�é�ç�ãêìXé(â�çXî@ß-äHá°å°è2åRâ(é(ã�äTß`æ¯åRâ�åRè`è`â�ç��@ãêà¶åRé(ã�ç�ìÏß-ñ�ãêì��
n
î`á�vâ�áHáHñ®ç��s�Qâ�áHáHî`ç�à ò�Ô®ß-á�é�ç

é þ á�ñ(à#çXç�é þ ì-áHñ�ñ'è`â�ç�è�áTâ(é(ã�áHñ�ç���å#ÓX-�@¦Ñ
ãêé®ã�ñ®à#á�åRì`ãêì����Fß`ælé�ç±î`ç¶é þ ã�ñ¦ávò �-ò��nð è�áTâ(ã�çXî@ã�ä+Ó���ñ(è`æêãêì-áHñ�òÄÂ^áTé
ß-ñ�î`áTì-ç�é�á��Xð

Ξn := {ξ1 ≤ · · · ≤ ξn}
Ñ
ξi ∈ [0, 2π]

å°ñ�áTé�ç��s�Xì-ç�é�ñ®åRì-îT�nð
S(n; Ξn)

Ò



é þ áWñ�è2å�äHá+ç��ê�Xß2å�î@â�åRé(ã�äWè�áTâ(ã�ç=î@ã�äWñ(è`æêãêì-áHñ¦äHç�â(â�áHñ(è�ç�ì-î@ãêì��[é�ç[é þ á<�=ì-ç�é�ñ
Ξn
ò ý�þ á+è2åRâ(é(ã�äTß`æ¯åRâ¦ä þ ç�ã�äHá�ç��

Ξn
Ñlãxò½ávòêÑlé þ á[è`â�áHäTã�ñ�á��våRæêß-á:�Qç�â

n
åRì-îVé þ áÿä þ ç�ã�äHá3åRì-îVæ�çXä�åRé(ã�ç�ìÃç��X�Qâ�áHá[ç�â����`áHîÆ�=ì-ç�é�ñ°î`áTè)áTì-î`ñ�ç��

äHç�ß`â�ñ�á�ç�ìÿé þ á¦è`â�ç�è)áTâ(é(ã�áHñ'ç���é þ á¦ß`ì-î`áTâ(æêðXãêì��¶è`â�ç��`æ�áTà ò ý�þ ã�ñ1�!ãêæêæç�)á�î`áHñ�äTâ(ã���áHî±ãêì-=áHäTé(ã�ç�ìïÐ@ò ¥ �)áTæ�ç	��ò
�®áTì-äHá<��á�â�áTè`æ¯å�äHá

(3.16)
�Xðÿé þ áCG�$¤K�SNMI"LI�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìïè`â�ç��`æ�áTà

η0(sn)→ max
sn∈S(n;Ξn)

!
0|§@ò ¥ Ë 2

ý�þ ã�ñ!à#á�åRì-ñ'é þ åRéX��áWåRâ�á��ºå�äHáHîW�!ãêé þ åRì
m
��î@ãêà#áTì-ñ�ã�ç�ì2åRæ�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìµè`â�ç��`æ�áTà ÑÇ� þ áTâ�á

m := n− 1
åRì-î 0|§@ò ¥ Ì 2

m := 2n− 3
0|§@ò ¥�½ 2

�ºç�â����@áHî>�Xì-ç�é¦ñ(è`æêãêì-áHñ®åRì-îW�Qâ�áHá<�=ì-ç�é'ñ(è`æêãêì-áHñ'â�áHñ(è�áHäTé(ã��háTæêðhò�8��LäHç�ß`â�ñ�ávÑ2é þ á�á�4¶äTã�áTì-äTð ç���å°ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ
à#áTé þ ç=îµäTâ(ß-äTã¯åRæêæêðÏî`áTè)áTì-î`ñ�ç�ìÏé þ á�î@ãêà#áTì-ñ�ã�ç�ì

m
ò ý�þ ß-ñ�Ñ�ãêéÄ�!ãêæêæw��á°åRìµãêà�è�ç�â(é�åRìné�é�å�ñ�� é�ç±ä þ ç=çvñ�á

nãêì�åRì;åRè`è`â�ç�è`â(ã¯åRé�á���å�ðhò ý�þ ã�ñ��!ãêæêæl��áWî`áHñ�äTâ(ã���áHîïæ¯åRé�áTâ�ò ý�þ á°ä þ åRâ�å�äTé�áTâ�ç���é þ á�ç�â(ã��vãêì2åRæ«ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì
è`â�ç��`æ�áTà 0Fì-ç�ì`æêãêì-á�åRâ'ß`ì`â�áHñ(é(â(ã�äTé�áHî è`â�ç��`æ�áTà 2 ã�ñ�ç��läHç�ß`â�ñ�á�ì-ç�é�ä þ åRì��háHî.ò
ëçì Ç ì Ç Ä Ú*&�+ ÷¿ó ò ó ôFÚ#õÊòÇñ-,�ñ ÷ ôFÜ/.ÿØÊõÊò'&Eô��nÝ
� ìÏè`â(ãêì-äTãêè`æ�ávÑw��á�äHç�ß`æ�î;ß-ñ�á#åRìnð;î@ã�ñ�äTâ�áTé(ãêëiåRé(ã�ç�ì��ºç�â�é þ á°ãêì-ñ(é�åRé(ã�ç�ì2åRâ(ðhÑ^ãêì-äHç�à�è`â�áHñ�ñ�ã��`æ�á#Þ¦å��Xã�áTâ��.-Xé�ç��háHñ
á��Xß2åRé(ã�ç�ì-ñ�ò ý�þ ã�ñ'ã�ñ��nð3ì-ç	��è2åRâ(é¦ç��LåC��áTæêæF��áHñ(é�å��`æêã�ñ þ áHîA�2áTæ�îµä�åRæêæ�áHî�Ï¼��&� ´U7"B(*"%$|��O´(�)10,) UR$%G�2<þ�O´(�&È$%SK
Ì!Ï3042�ÐRò�Þ¦ç�é�ávÑ þ ç���á�háTâ�Ñné þ åRé¼��á þ å��há'åRì�ãêì-ñ(é�åRé(ã�ç�ì2åRâ(ðhÑnì-ç�ì`æêãêì-á�åRâ�§�î°è`â�ç��`æ�áTà åRé þ åRì-îÈ� þ ã�ä þ ä�åRì`ì-ç�é
6zß-ñ(é1�)á�ñ�ç�æ��háHîW�Xð65½ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæw�`â(ß`é�áÄ�Qç�â�äHá*¾êò�ÍÏç�â�áHç��háTâ�Ñ-é þ á�ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�ñ�ç�æêß`é(ã�ç�ì ç��«é þ á�Þ¦å��Xã�áTâ��.-Xé�ç��háHñ
á��Xß2åRé(ã�ç�ì-ñ�äHç�ãêì-äTã�î`á��!ãêé þ é þ á�á�våRæêß2åRé(ã�ç�ì ç��«é þ á�ç��76(áHäTé(ã��há9�Fß`ì-äTé(ã�ç�ì ç��«é þ á�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìïè`â�ç��`æ�áTàá�ºç�â
��O#Iÿè2åRâ(é(ã�äTß`æ¯åRâ°ÓX-�@¦ò ý�þ ãêì��Xãêì���ç��¦åRìVãêé�áTâ�åRé(ã��háÿç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìÃà#áTé þ çXî.Ñ�ç�ì-á þ å�ñ�é�çµá��@è�áHäTé°åïæ¯åRâ��há
ìnß`à��)áTâ¦ç��«é þ áHñ�á�á��åRæêß2åRé(ã�ç�ì-ñ�åRì-î þ áTì-äHá�á�4¶äTã�áTì-äTð3ã�ñ'å�à¶å;6(ç�â�é�åRâ��háTé þ áTâ�ávò

RANSE Comet

Euler

Vortex-Lattice MethodLaplace

N-S eqn.

= ã��vß`â�á�ª Å �®ã�áTâ�åRâ�ä þ ð ç��là#áTé þ ç=î`ñ�ò

ÀÂäHç�à�à#ç�ì���å�ðµç���ñ�ç�æ��Xãêì��WÁ,�Xì^ò 0|§@òg§ 2 åRæ�ñ�çC�ºç�â�äHç�à�è`æ�á���háHç�à#áTé(â(ã�áHñWåRâ�á = ãêì`ãêé�á�ÁLæ�áTà#áTìné:0 = Á 2 ç�â= ãêì`ãêé�áX+Lç�æêß`à#á�0 = + 2 à#áTé þ ç=î`ñ�ò = ç�â�é þ á�+�- / ÑH+Lç�ãêé þ[þ å�ñ�å�î-åRè`é�áHî±å�äHç�à�à#áTâ�äTã¯åRæ = +���äHçXî`á�0B@�ç�à#áTé 0© 2åRì-î é þ ã�ñ#ã�ñ°ãêìXé�áTì-ñ�áTæêð ß-ñ�áHî��ºç�â�â�áHñ�á�åRâ�ä þ åRì-î î`á�háTæ�ç�è`à#áTìné�ò7�¦ç���á�háTâ�Ñ�é þ á ñ(ãêàWß`æ¯åRé(ã�ç�ì&ç��¦é þ á5�Qß`æêæ
à#ç=î`áTæ®ñ(é(ãêæêæ¦é�å��háHñ¶ãêì&é þ áµç�â�î`áTâÿç��Wî-åHð@ñ�Ñ!ñ�ç é þ åRé¶ãêì é þ áïäTß`â(â�áTìXéÿñ�é�åRé�á>��áÏî`ç ì-ç�é¶ðháTé±ß-ñ�áµå = +
ñ�ä þ áTà#á��Qç�â�é þ á°Þ¦å��Xã�áTâ��.-Xé�ç��háHñWá��nß2åRé(ã�ç�ì-ñÄ�ºç�â�é þ á�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì^ò�Ó�ðïãêìXé(â�çXî@ß-äTãêì�� ñ(ãêà�è`æêãF�2ä�åRé(ã�ç�ì-ñ�å�ñ
ñ þ ç	�!ìVãêì = ã��vß`â�áWªÏé þ á¶í-ß`ã�î í2ç	� ä�åRì���á±î`áHñ�äTâ(ã��)áHî��Xð é þ áWÁ�ß`æ�áTâ���á��Xß2åRé(ã�ç�ì ç�â��Qç�â¦ 7�*"LI�O´"%$%(�)*8��:9
�nð�é þ á5Â�åRè`æ¯å�äHá���á��Xß2åRé(ã�ç�ì^ò = ç�â+é þ á[ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì���á¶ß-ñ�á[åW�xå�ñ(é�+Lç�â(é�á��J�LÂ�åRé(é(ã�äHá±à#áTé þ ç=î.Ñl� þ ã�ä þ ã�ñ

Ë



î`áHñ�äTâ(ã���áHîW�)áTæ�ç	��ò ý�þ á = + à#áTé þ ç=î`ñ'åRì-î á��@è�áTâ(ãêà#áTìné�ñ®åRâ�á�ß-ñ�áHîÿæ¯åRé�áTâ1�Qç�â��våRæêã�î-åRé(ã�ç�ì^ò � ì-=áHäTé(ã�ç�ì>ª-ò ª
é þ ã�ñ�ñ(é(â�åRé�á�vðÿã�ñ�á��@è`æ¯åRãêì-áHî3ãêìïî`áTé�åRãêæxò
î¦ï ×<;�Ú
Û ó ×>=1�@?,ò ó�ó ô��h×A& × ó ï Ú.Ü ì ý�þ á�é þ áHç�â(ð#ç��^è�ç�é�áTìné(ã¯åRæ2í2ç���ñ!åRì-î#é þ á��hç�â(é�á��R�xæ¯åRé(é(ã�äHá¦à#áTé þ çXî¶ã�ñ
ç�ß`é(æêãêì-áHî ãêìÏî`áTé�åRãêæ�ãêìB� ½:� ò ý�þ áWå�î-åRè`é(ã�ç�ìÏé�ç�é þ á¦+�- / åRì-î é þ áWäHç=î`á���á�ß-ñ�á�ã�ñ®á��=è`æ¯åRãêì-áHîïãêìB� Ì � ò ý�þ á
é þ áHç�â(ð�ç��.è)ç�é�áTìXé(ã¯åRæ-í2ç��&ã�ñ,�2å�ñ�áHî¶ç�ì#é þ á®å�ñ�ñ�ß`à�è`é(ã�ç�ì-ñLé þ åRé�é þ á!í-ß`ã�î�ã�ñLãêì-äHç�à�è`â�áHñ�ñ�ã��`æ�ávÑnãêìJ�Xã�ñ�äTã�î±åRì-î
ãêâ(â�ç�é�åRé(ã�ç�ì2åRæxò�Ë á°åRæêâ�á�å�î@ðµæêãêà�ãêé�áHî�ç�ß`â�äHç�ì-ñ(ã�î`áTâ�åRé(ã�ç�ì é�ç±é þ á�ãêì-äHç�à�è`â�áHñ�ñ(ã��`æ�áÈ�háTâ�ñ(ã�ç�ì�ç���é þ á°Þ�å��=ã�áTâ��
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= ã��vß`â�á�Ò Å Á¼4¶äTã�áTì-äTðïãêì;î`áTè)áTì-î`áTì-äHá�ç���é þ á���åRæêß-á�åRé®é þ á+é þ ãêâ�îµñ�è`æêãêì-á¦�=ì-ç�é�ò ý�þ á+é þ ãêâ�îÏè`ã�äTé(ß`â�áWã�ñ�å
ë�ç=ç�àÈ�xãêìïç��«é þ áWñ�áHäHç�ì-î3ç�ì-ávò
ý ç�î`áTà#ç�ì-ñ(é(â�åRé�á é þ á±á�É.áHäTé�ç��¦ñ(ß-ä þ ì-ç�ã�ñ�áÿç�ì ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæêæêðÃä�åRæ�äTß`æ¯åRé�áHîß�vâ�å�î@ã�áTìné�ñiÑ,��á3äHç�ì-ñ�ã�î`áTâ�áHî

åVÓX-�@
s ∈ C2

2π

â�áTè`â�áHñ�áTìné�áHî¢�nð&ñ�è`æêãêì-áHñ å�ñ å��)ç	�há¨�`ß`é5�!ãêé þ ¥*¥ ���`áHî©�Xì-ç�é�ñ3åRì-î©�!ãêé þ �våRâ(ã¯å��`æ�á
è2åRâ�åRà#áTé�áTâ�ñ

X ∈ û 10 òWË á±ä�åRæ�äTß`æ¯åRé�áHî é þ á[î@ãFÉ.áTâ�áTì-äHá��Xß-ç�é(ã�áTìné�ñ η0(s(X))−η0(s(X)+hei)
h

�Qç�â�î@ãFÉ�áTâ�áTìXé
ñ(é�áTè-ñ(ãêë�áHñ

h ∈ û Ñw� þ áTâ�á ei ∈ û 10, i = 1, . . . , 10
î`áTì-ç�é�áHñ�é þ á¶ãF�xé þ ß`ì`ãêé¦�háHäTé�ç�â�ò � ì = ã��vß`â�á[Ëÿá�å�ä þ

æêãêì-áÿäHç�â(â�áHñ(è�ç�ì-î`ñ°é�çÏç�ì-á
ei ∈ û 10 ò�À¦ñ°ç�ì-á±ä�åRìÃñ�áHávÑLà#çvñ(é�ç��®é þ á[æêãêì-áHñ#åRâ�áÿñ(é(â�åRã�� þ é��!ãêé þ ç�ì`æêð å

ñ(à¶åRæêæ!ñ(æ�ç�è�ávÑ�ãxò½ávòêÑ�é þ áÿî`áTè�áTì-î`áTì-äTðVç�ì
h
ã�ñ°ñ(à¶åRæêæxò��¦ç���á�háTâ�Ñ�ãêìÃñ�ç�à#áÿä�å�ñ�áHñ�Ñ�ávò �-ò

i = 3, 4, 8
Ñ�é þ á

î@ãFÉ.áTâ�áTì-äHáT�nß-ç�é(ã�áTìXé�ñ���åRâ(ðVî@â�åRà¶åRé(ã�ä�åRæêæêð �!ãêé þ â�áHñ�è)áHäTé�é�ç
h
åRì-î ãêìÃñ�ç�à#áÿä�å�ñ�áHñ�á�háTì ä þ åRì��há é þ áTãêâ

ñ(ã��vì^òsÀ©�vâ�å�î@ã�áTìné1�2å�ñ�áHî[ç�ì[é þ ã�ñ�î@ãFÉ.áTâ�áTì-äHá��Xß-ç�é(ã�áTìné�ñ3��ç�ß`æ�î±ä þ åRì��há¦ãêé�ñ�î@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì:�ºç�â�î@ãFÉ.áTâ�áTìné3�våRæêß-áHñ
ç��
h
åRì-î¶é þ áTâ�á��ºç�â�á���ç�ß`æ�î:��á�â�åRé þ áTâ�ß`ì`â�áTæêã¯å��`æ�á�å�ñ�î`áHñ�äHáTìné�î@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì��ºç�â�á��-åRà�è`æ�ávò ý�þ ã�ñ�äHç�â(â�áHñ(è)ç�ì-î`ñ

é�ç�é þ á9��áTæêæF�B�=ì-ç��!ìµâ�áHñ(ß`æêé�Ñ@é þ åRé�ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�î@ãFÉ.áTâ�áTìné(ã¯åRé(ã�ç�ìA�nðÿî@ãFÉ�áTâ�áTì-äHá��Xß-ç�é(ã�áTìné�ñ!â�á��Xß`ãêâ�áHñ1�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì
á�våRæêß2åRé(ã�ç�ì-ñ,�!ãêé þ#þ ã�� þ è`â�áHäTã�ñ�ã�ç�ì^Ñ?� þ ã�ä þ ��á'ä�åRì`ì-ç�é,�vß2åRâ�åRìné�áHá þ áTâ�ávò ý�þ ß-ñ�Ñnìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�ñ�ä þ áTà#áHñ�ß-ñ(ãêì��
é þ á��vâ�å�î@ã�áTìXé þ å��há<�)áHáTìµå��hç�ã�î`áHî.ò
b¿ì%í´ì Ç Ä Ú#õ#ø
×>=Êô ó Ø�òÇõ�Üw��=Êô7Ý ó ×Jõ	�h×ïÚV)�ò^xWñFÚVywòÇñ À ò!=Êôz& ÷ &
= ç�â3á��@ã�ñ(é�áTì-äHá åRì-î ß`ì`ã �nß-áTì-áHñ�ñ3ç��+æ�çXä�åRæ�åRì-î��væ�ç��2åRæ�à¶å;�=ãêà¶åVç�ì-á;ß-ñ(ß2åRæêæêð â�á��nß`ãêâ�áHñÿé þ á;ç��76(áHäTé(ã��há
�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì&é�çÆ�)á äHç�ìJ�há���ò � é¶ã�ñ[äTæ�á�åRâ[é þ åRé±äHç�ìJ�há��=ãêétð ã�ñ±å�è`â�ç�è)áTâ(étð�� þ ã�ä þ ã�ñ¶ãêà�è�çvñ�ñ(ã��`æ�áïé�ç ä þ áHäM�
ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæêæêðhò�×'á��ºáTâ(â(ãêì��#å��nåRãêì±é�ç = ã��vß`â�á�Ò@ÑXãêé!ñ�áHáTà#ñ�é þ åRé�é þ áTâ�á¦ã�ñ!åWñ(à#ç=ç�é þ åRì-îÿäHç�ì?�há��:�Qß`ì-äTé(ã�ç�ìÿãêì
é þ á��2å�äM�R�vâ�ç�ß`ì-î� þ ã�ä þ ã�ñ®è�ç�æêæêß`é�áHî�nðïñ�ç�à#á��=ãêì-îµç��Lì-ç�ã�ñ�ávò��®ç	��á�háTâ�Ñ�å¶äTæ�çvñ�áTâ¦æ�çXç�� ñ þ ç	��ñ¦é þ åRéÄ��á
ä�åRì`ì-ç�é þ ç�è�á9�ºç�â'å°ß`ì`ã �Xß-á<�væ�ç��2åRæ^à¶å;�@ãêàWß`à �`ß`é þ å��háWé�ç#î`á�åRæ¿�!ãêé þ ñ�á�háTâ�åRæ^æ�ç=ä�åRæ^à¶å;�=ãêà¶å@ò ý�þ ß-ñ'ãêé
ã�ñ!ì-ç�é�ñ(ß74¶äTã�áTìXé®ç�ì`æêð±é�ç�ß-ñ�á�å�ìXß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�ñ�ä þ áTà#á�é þ åRé�ã�ñ'å��`æ�á�é�ç#î`áTé�áTâ(à�ãêì-á�åRìïåRè`è`â�ç��@ãêà¶åRé(ã�ç�ìµç��Lå
æ�ç=ä�åRæ.à¶å;�=ãêà+ß`à 0'� þ ã�ä þ ç�é þ áTâ��!ã�ñ�ávÑ��XðÿäHç�ìJ�há��=ãêétðhÑ2äHç�ß`æ�îT��á��vß2åRâ�åRìXé�áHáHî é�ç���á�åRæ�ñ�ç#å��væ�ç��2åRæ�ç�ì-á 2 ò
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= ã��vß`â�á+Ë Å Ô®ãFÉ.áTâ�áTì-äHá<�Xß-ç�é(ã�áTìné�ñX�Qç�â'å�ÓX-�@��!ãêé þ ¥*¥ ���@áHî3ñ(è`æêãêì-á<�Xì-ç�é�ñ�ò

R,Ù�� {Xè¼å7àçæuXAU,âHäLã©ä#"�à#âHäBè	$
À¦ñ�åRæêâ�á�å�î@ð¶ñ�åRã�î.Ñ=ñ(ãêì-äHá¦ç�ß`â�ç��76(áHäTé(ã��háX�Qß`ì-äTé(ã�ç�ìÿñ�áHáTà#ñ�é�ç���á!æ¯å�äM�=ãêì���ñ(à#çXç�é þ ì-áHñ�ñ�Ñnñ(é�åRì-î-åRâ�î��vâ�å�î@ã�áTìné��
�2å�ñ�áHî à#áTé þ çXî`ñ°ä�åRì`ì-ç�é��)á¶ß-ñ�áHî.òA8®ì-á[äHç�ß`æ�îVç��'äHç�ß`â�ñ�á¶é(â(ð�é�çµåRè`è`â�ç��@ãêà¶åRé�áÿî`áTâ(ã���åRé(ã��háHñ°áTãêé þ áTâ��nð
�-ì`ãêé�á°î@ãFÉ�áTâ�áTì-äHáHñ�ç�â9�XðÏåRß`é�ç�à¶åRé(ã�ä�î@ãFÉ.áTâ�áTìné(ã¯åRé(ã�ç�ì^òu�¦ç���á�háTâ�Ñ^ñ(ãêì-äHá���á#åRâ�á¦�ºå�äTãêì��ÿè�áTâ(é(ß`â��2åRé(ã�ç�ì��nð
ñ�ç�à#áT�=ãêì-î ç���ì-ç�ã�ñ�ávÑ�é þ ã�ñ¶äHç�ß`æ�î â�áHñ(ß`æêé¶ãêì þ á�å��XðÃçvñ�äTãêæêæ¯åRé(ã�ç�ì-ñÿåRì-îß��ç�ß`æ�î à¶å��há3ìXß`à#áTâ(ã�ä�åRæ®â�áHñ�ß`æêé�ñ
ß`ì`â�áTæêã¯å��`æ�ávò
= ç�â�é þ áHñ�á!â�á�å�ñ�ç�ì-ñ�Ñ?��á'ä þ çvñ�áX�=ì-ç��!ì[î@ãêâ�áHäTé�ñ�á�åRâ�ä þ à#áTé þ ç=î`ñ�Ñnñ(ãêì-äHá�é þ çvñ�á!à#áTé þ ç=î`ñ�ç�ì`æêð�î`áTè�áTì-î#ç�ì

�våRæêß-áHñ�ç���é þ á�ç��76(áHäTé(ã��há9�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì3ãêé�ñ�áTæF�zò ý�þ á�à¶å;6(ç�â�î@â�å����2å�äe� ç���é þ áHñ�á�à#áTé þ ç=î`ñ!ã�ñ�é þ áTãêâ'ñ�ç�à#áTé(ãêà#áHñ
ñ(æ�ç	� äHç�ì?�háTâ��háTì-äHá3åRì-î é þ áTãêâ¦�xåRãêæêß`â�á#ãêì��-ì-î@ãêì��Ïé þ á#à�ãêì`ãêà+ß`à ãêì ñ�ç�à#á¶á��-åRà�è`æ�áHñ�ò|�¦ç���á�háTâ�Ñlé þ áHñ�á
à#áTé þ ç=î`ñ þ å��há9��áHáTì ñ þ ç��!ì3é�çÈ��á¦ß-ñ�á��Qß`æ.ãêì5�háTì-áTâ�åRæ«åRì-îÿâ�åRé þ áTâ!â�ç��`ß-ñ(é�� þ áTì äHç�ì7�Fâ�ç�ìXé�áHî>�!ãêé þ ì-ç�ã�ñ(ð
î-åRé�å@ò = ç�â¦å°î`áTé�åRãêæ�áHî â�á�=ã�á� ç��«é þ ã�ñ'äTæ¯å�ñ�ñ�ç��là#áTé þ çXî`ñ���á�â�á��ºáTâ!é�ç|� ¥ Õ`Ñ ¥ Ð � ò
ý�þ á�à#áTé þ ç=î`ñ���á�ß-ñ�áHî åRâ�á�é þ á�ñ�á�åRâ�ä þ à#áTé þ çXî ç���}<���:`�IÈ(�O´G<~RIMIV�I!K�� Ë � åRì-î é þ á�K!$'&� #)�I�a�&:I"��R�	G

�nð3Þ¦áTæ�î`áTâ'åRì-î ÍÏá�å�î�� ¥ Î � òLÓ�ç�é þ à#áTé þ çXî`ñ��!ãêæêæ¿��á9�`â(ã�á9í-ð±á��@è`æ¯åRãêì-áHî ãêì3é þ á9�ºç�æêæ�ç��!ãêì��-ò
b¿ì Ç ì'í î�ï × À × ó ï Ú.Ü©ÚV)��3Ú.Ú��
×AòÇõ�Ü��.×n×?ø
×XÝ
ý�þ ã�ñ!à#áTé þ ç=î äHç�ì-ñ(ã�ñ(é�ñ!ç��léL��ç#ñ(é�áTè-ñ�Ñ@ì2åRà#áTæêðÿé þ á� 7(H"|"LI�N!O¨&C��V�I+å�ñ'åRì ç�ß`é�áTâ�ãêé�áTâ�åRé(ã�ç�ìÏåRì-îïåRìEI�a! ´)��:�
N�(*"%$%�*OK"LIL å�ñ�ãêì`ì-áTâ'æ�ç=ç�è^ò�-Xé�åRâ(é(ãêì����!ãêé þ åC�vã��háTìïè�ç�ãêìné

X(0) ∈ û n ãêé®äTâ�á�åRé�áHñ®å¶ñ�á��Xß-áTì-äHá�ç���è)ç�ãêìXé�ñ
(X(i))i

ñ(ß-ä þ é þ åRé
f(X(0)) > f(X(1)) > f(X(2)) > ...Þ¦ç�é�á�é þ åRé�ãêé�à¶åHð þ åRè`è�áTì3é þ åRé�é þ á�ãêé�áTâ�åRé(ã�ç�ìÏñ(é�ç�è-ñ��!ãêé þ ñ�ç�à#á

X(i) �!ãêé þ ç�ß`é�ãêà�è`â�ç��=ãêì��C�Qß`â(é þ áTâ�ò

¥*¥



ý�þ á è2åRé(é�áTâ(ì à#ç	�háïä þ áHäM�@ñC�ºç�â¶åRæêæ'äHç=ç�â�î@ãêì2åRé�áïî@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì-ñ[ãêì ç�â�î`áTâ#é�ç ñ�á�åRâ�ä þ �ºç�â[å�î@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì&ç��
è�çvñ�ñ(ã��`æ�áWî`áHñ�äHáTìné�ò = ç�â�å:�vã��háTìÏäHç=ç�â�î@ãêì2åRé�á�î@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì^Ñ
é þ á�á��@è`æ�ç�â�åRé(ã�ç�ìµà#ç	�há�ä þ áHäM�@ñ¦ãF�Lé þ áWç��76(áHäTé(ã��há
�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì2åRæ
ä�åRìC��á�à�ãêì`ãêà�ãêë�áHî¶ãêì�é þ åRé�î@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì±åRì-î�æ�ç=ç��@ñs�Qç�â�å�à¶å;�=ãêà¶åRæ2ñ�é�áTè¶ñ(ãêë�á!ãêì#é þ åRé�î@ãêâ�áHäTé(ã�ç�ì^ò
Ë þ áTì-á�háTâ�é þ á�á��@è`æ�ç�â�åRé(ã�ç�ì à#ç	�há�ä�åRì`ì-ç�é9�-ì-î;å5��áTé(é�áTâ�è)ç�ãêìXé

X∗
Ñ)é þ á�ñ(é�áTè�ñ(ãêë�á�ã�ñ þ åRæ��háHî åRì-îÏé þ á

è`â�ç=äHáHñ�ñ!ã�ñ!ãêé�áTâ�åRé�áHî3ß`ìXé(ãêæ�é þ á�ñ�é�áTè ñ(ãêë�á�â�á�å�ä þ áHñ�å�è`â�áHñ�äTâ(ã���áHî3à�ãêì`ãêà¶åRæ¿�våRæêß-á
hmin

ò
ý�þ áWåRæ��hç�â(ãêé þ à ä�åRìA�)á�î`áHñ�äTâ(ã���áHîïå�ñ1�ºç�æêæ�ç���ñ Å

Â^áTé
i = 0

åRì-î
ei ∈ û n ��á�é þ á#ãF�xé þ ß`ì`ãêé¦�háHäTé�ç�â�òA-Xé�åRâ(é¦�!ãêé þ åRì ãêì`ãêé(ã¯åRæ�è�ç�ãêìné X(0) ∈ û n åRì-îVåRì

ãêì`ãêé(ã¯åRæ�ñ(é�áTèµñ(ãêë�á
h ∈ û n ò

% ò ó�ó ×XÛ�õ�& ÚJø)× ì
¥ ò � �

maxj∈{1,···,n} hj < hmin
ñ(é�ç�è�é þ á�åRæ��hç�â(ãêé þ à Ñ

f(X(i))
ã�ñ�é þ á�åRè`è`â�ç��=ãêà¶åRé(ã�ç�ì#ç��-é þ á�à�ãêì`ãêàWß`à ò

Î@ò�-=áTé
X∗ =

á��@è`æ�ç�â�á
(X)

ò
§@ò � �

f(X∗) 6< f(X(i))
â�áTè`æ¯å�äHá

h
�nð h

2

åRì-î3äHç�ìXé(ãêìnß-á��!ãêé þ ñ(é�áTè ¥ ò
ª-ò�-=áTé

X∗∗ =
á��@è`æ�ç�â�á

(2X∗ −X(i))
ò

Ð@ò � �
f(X∗∗) < f(X∗)

ñ�áTé
X(i+1) = X∗∗

Ñ-ç�é þ áTâ��!ã�ñ�á�ñ�áTé
X(i+1) = X∗

ò
Ò@òX×®áTè`æ¯å�äHá

i
�nð

i+ 1
åRì-î äHç�ìné(ãêìXß-á<�!ãêé þ ñ(é�áTè ¥ ò

��=3+sñFÚ2Û�ò ó ôFÚ´õ7& ÚRø
× ì
¥ òXÁ,��åRæêß2åRé�á

f(X + h · ei)
ò

Î@ò � �
f(X + h · ei) < f(X)

â�áTè`æ¯å�äHá
X
�nð

X + h · ei
åRì-î äHç�ìXé(ãêìnß-á��!ãêé þ ñ(é�áTèïÐ@ò

§@òXÁ,��åRæêß2åRé�á
f(X − h · ei)

ò
ª-ò � �

f(X − h · ei) < f(X)
â�áTè`æ¯å�äHá

X
�nð

X − h · ei
ò

Ð@ò � �
i < n

ñ�áTé
i = i+ 1

åRì-î3äHç�ìné(ãêìnß-á��!ãêé þ ñ(é�áTè ¥ ò
Ò@òX×®áTé(ß`â(ìA�°ò

b¿ì Ç ì Ç î�ï × Á ôz&B+lñF×�= ¿ ñ'ö2Ú2Û�ô ó ï & Ú�)�ÿ3×RñFÜ�×XÛ�òÇõ�Ü À ×?ò`Ü
ý�þ ã�ñ#åRæ��hç�â(ãêé þ à ñ(é�åRâ(é�ñÈ�!ãêé þ

n + 1
è)ç�ãêìXé�ñ

(Xi)i=1,...,n+1
Ñs� þ áTâ�á

Xi ∈ û n ò ý�þ áHñ�á[è�ç�ãêìné�ñ��ºç�â(à å
ñ(ãêà�è`æ�á�� åRì-î3àWß-ñ�é�ì-ç�é�æêã�á�ãêìµå þ ðXè�áTâ�è`æ¯åRì-ávò¼Ë á�î`á��-ì-á�é þ á��)áHñ�é'åRì-îÿé þ á���ç�â�ñ(é'è)ç�ãêìXé®å�ñ1�ºç�æêæ�ç���ñ Å

m := Argmin
i=1,...,n+1

f(Xi)
åRì-î

M := Argmax
i=1,...,n+1

f(Xi).
0'ª-ò Î�ª 2

ý�þ áHñ�á¦åRâ�á®ä�åRæ�äTß`æ¯åRé�áHî[ãêì[á�å�ä þ ãêé�áTâ�åRé(ã�ç�ì^ò ý�þ áTì[é þ á¦åRæ��hç�â(ãêé þ à%â�áTè`æ¯å�äHáHñ�ãêé�áTâ�åRé(ã��háTæêð¶ç�ì-á'ç�â�åRæêæ´�`ß`é�ç�ì-á
è�ç�ãêìné�ñ�ãêì�é þ á�ñ�ãêà�è`æ�á���ò ý�þ á°ì-á��è)ç�ãêìXé�ñ+åRâ�á�ä þ çvñ�áTì¬�nð¨�háHç�à#áTé(â(ã�ä#ç�è�áTâ�åRé(ã�ç�ì-ñ<�2å�ñ�áHî ç�ì�é þ á��vã��háTì
è�ç�ãêìné�ñ�ãêì3é þ áWñ(ãêà�è`æ�á���ò ý ç�é þ ã�ñ�áTì-î.ÑÇ��á�î`á��-ì-á

Centroid : X :=
1

n

∑

1≤i≤n+1
i6=max

Xi

Reflection : XR := (1 + α)X − αXM

Expansion : XE := γXR + (1− γ)X

Contraction : XC :=

{
βXM ± (1− β)X, if f(Xm) < f(XR),

βXR ± (1− β)X, otherwise.

0'ª-ò ÎvÐ 2

ý�þ á�î`áHäTã�ñ(ã�ç�ìïâ(ß`æ�á�� þ ã�ä þ è�ç�ãêìné�ñ¦åRâ�á�é�çÈ��á�â�áTè`æ¯å�äHáHî ã�ñ�ñ þ ç	�!ì ãêì = ã��vß`â�áWÌ@ò
¥ Î



f(XR) < f(Xi) i 6= M

f(XR) < f(Xm) f(xC) < f(XM )

XM = XE XM = XR

yes

yes

yes

no

no

no

XM = XC

yes no

Xi = Xi+Xm
2 i = 1, · · · , n+ 1

f(XE) < f(Xm)

= ã��vß`â�á+Ì Å Ô¦áHäTã�ñ�ã�ç�ì â(ß`æ�á9�ºç�â!é þ á�ñ(ãêà�è`æ�á��ÿà#áTé þ çXî.ò

R,ÙPØ �¬æBè3Y�à·æuXAU,âHäzã�äM"�à#â*äLè�$
À¦ñC��á þ å��háµñ�áHáTì ãêì�-=áHäTé(ã�ç�ì©§ å���ç��hávÑ1��á þ å��háïé�ç á��@è)áHäTé[ñ�á�háTâ�åRæ'æ�ç=ä�åRæ'à¶å;�@ãêà¶å@ò¢-Xãêì-äHá>��áÏåRâ�á
ß`æêé(ãêà¶åRé�áTæêð�ãêìné�áTâ�áHñ(é�áHî°ãêìT"��7IÄDMI!K"«ÓX-�@¦ÑRé þ á�ß-ñ�á�ç��
ç�ì-á�ç��
é þ á!å���ç��há�î`áHñ�äTâ(ã���áHî�î@ãêâ�áHäTélñ�á�åRâ�ä þ à#áTé þ ç=î`ñ
åRæ�ç�ì-á�ã�ñ!ì-ç�é®ñ(ß74¶äTã�áTìné�òêË á�ì-áHáHîïå��væ�ç��2åRæ�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìÏñ(é(â�åRé�á�vðÿãêìïå�î`î@ãêé(ã�ç�ì^ò
À'ìµç��háTâ��=ã�á��ç���î@ãFÉ�áTâ�áTìXé®äHç�ì-äHáTè`é�ñ'ç��¼�væ�ç��2åRæ�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìÏã�ñ��vã��háTì ãêì� ¥ § � åRì-î�� ª � ò��¦ç���á�háTâ�ÑÇ�ºç�â

é þ á��vã��háTì è`â�ç��`æ�áTà¡�!ãêé þ è`â�ç�è�áTâ(é(ã�áHñ®å�ñ'î`áTé�áTâ(à�ãêì-áHîïãêì«-=áHäTé(ã�ç�ì>ª-ò ¥ Ñ`æêã��há�ß`ì��Xì-ç	�!ì^Ñ-è�çvñ�ñ(ã��`æêð±ãêì7�-ì`ãêé�ávÑ
ìnß`à��)áTâ�ç���æ�ç=ä�åRæLà¶å;�@ãêà¶å3åRì-î�ìnß`à#áTâ(ã�ä�åRæ�ì-ç�ã�ñ�á°é þ åRé�â�áHñ(ß`æêé�ñ�ãêì�è�áHá�@ñWå�ñ�ä�åRì���á�ñ�áHáTì�ãêì = ã��vß`â�á¶Ò@Ñ
é þ áTâ�á±ã�ñWì-çµà#áTé þ ç=îE�=ì-ç��!ì é þ åRé��vß2åRâ�åRìné�áHáHñ�é�çA�-ì-îVé þ á:�væ�ç��2åRæ�à¶å;�@ãêàWß`à ãêìÃåT�-ì`ãêé�á3åRà#ç�ß`ìné#ç��
é(ãêà#ávò�-Xé(ãêæêæÊ��áWá��=è�áHäTé®åÈ�vâ�á�åRé®ãêà�è`â�ç��háTà#áTìné9�!ãêé þ �væ�ç��2åRæ�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ìµà#áTé þ ç=î`ñ¦äHç�à�è2åRâ�áHî é�ç�æ�ç=ä�åRæ
à#áTé þ ç=î`ñ�ãêìné(â�ç=î@ß-äHáHîµå���ç��hávò
-=á�háTâ�åRæ�äTæ¯å�ñ�ñ�áHñÿç��Wà#áTé þ ç=î`ñ þ å��há«��áHáTì©äHç�ì-ñ�ã�î`áTâ�áHî.ò��!O�"LI�N�V;(�)�(�N�$'"��?&:I"%$|Sµà#áTé þ çXî`ñ3î`áTè�áTì-î©ç�ì

Â.ãêè-ñ�ä þ ãêé(ë��äHç�ìné(ãêìXß`ãêé�ðhÑ¼� þ ã�ä þ ä�åRì`ì-ç�é<�)á��vß2åRâ�åRìXé�áHáHî ãêì�ç�ß`â�ä�å�ñ�ávò = ãêì-î@ãêì��ÏåRì�å�î`á��Xß2åRé�á#ñ�åRà�è`æ�á��ºç�â
ÍÏç�ìné�á��.@�åRâ(æ�ç �2å�ñ�áHî&à#áTé þ çXî`ñ±ã�ñÿî@ãF4¶äTß`æêé�Ñ'ñ�ãêì-äHáïãêéÿã�ñ[ì-ç�é��=ì-ç��!ì³å è`â(ã�ç�â(ãÄ� þ áTé þ áTâ å ÓX-�@

sn
ã�ñ

�ºá�å�ñ(ã��`æ�á�ãêì#é þ á�ñ�áTì-ñ�á!ç��)ñ�ç�à#á�ñ�ãêà�è`æ�á!é�áHñ(é�ñ�æêã��há�è�çvñ(ãêé(ã��há!é þ â(ß-ñ(é�Ñ
T (sn) > 0

ò � ìÈ�xå�äTéLä þ ç=çvñ(ãêì���â�åRì-î`ç�à
è2åRâ�åRà#áTé�áTâ�ñ

Ξn
�ºç�â®é þ á�ÓX-�@

sn
æ�áHîïé�ç[ãêì7�Qá�å�ñ�ã��`æ�áWâ�áHñ(ß`æêé�ñ¦ç���é þ á�@ = Ô�ä�åRæ�äTß`æ¯åRé(ã�ç�ì-ñ�ãêìïé þ á�à¶å;6(ç�â(ãêé�ð

ç���ä�å�ñ�áHñ�ò
ý�þ áTâ�á��Qç�â�ávÑÊ��á�ä þ çvñ�á¶åRì åRæ��hç�â(ãêé þ à ä�åRæêæ�áHî�"%UROÇO#I�) $'OJQT&:I"��R�	G;é þ åRé���å�ñ�ãêìXé(â�çXî@ß-äHáHî¬�nð¨Â^á�Xð;åRì-î

ÍÏç�ìné�åRæ��hç�ãêì�� ¥*¥�� åRì-î±é þ åRé�ã�ñ�åRæ�ñ�çWà#áTìXé(ã�ç�ì-áHîÿãêì�� ¥ § � ò � ì[é þ á�ç�â(ã��vãêì2åRæ#�ºç�â(à ÑXé þ á®à#áTé þ ç=î[ãêìe� ¥*¥�� åRæ�ñ�ç
ãêì?�hç�æ��háHñê�vâ�å�î@ã�áTìné3�2å�ñ�áHî°æ�ç=ä�åRæ2ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì¶à#áTé þ ç=î`ñ�Ñhávò �-òhäHç�ì�6zß��nåRé�á��vâ�å�î@ã�áTìXé�ç�âLÞ¦á�!é�ç�ì¿¾½ñLà#áTé þ ç=î.ò
�¦áTì-äHávÑÇ��á þ å�î é�ç#î`ç[ñ�ç�à#á�à#ç=î@ãF�2ä�åRé(ã�ç�ì-ñ��Xð3â�áTè`æ¯å�äTãêì��[é þ á<�vâ�å�î@ã�áTìné��B�2å�ñ�áHîÏà#áTé þ ç=î`ñX�nð3é þ á�å��)ç	�há
à#áTìné(ã�ç�ì-áHî��¦çXç��há�åRì-îALnáHá�háHñ®åRæ��hç�â(ãêé þ à ò ý ç#á��@è`æ¯åRãêì é þ á�è`â�ç=äHáHî@ß`â�á<��á�äHç�ì-ñ(ã�î`áTâ�é þ á�ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì
è`â�ç��`æ�áTà

f(x)→ min
x∈ � n!

0'ª-ò ÎvÒ 2
ý�þ á®é(ß`ì`ì-áTæêæêãêì��+à#áTé þ ç=î[ñ�é�åRâ(é�ñê�!ãêé þ å�æ�ç=ä�åRæ
ñ�á�åRâ�ä þ 0Fß-ñ�ãêì��°åRìXð#æ�çXä�åRæ
à#áTé þ çXî 2 ç�ì f(x)

�Qç�â�åRìnðC�vã��háTì
ñ(é�åRâ(é(ãêì��¦è)ç�ãêìXé

x0 ∈ û n ò ý�þ á�æ�çXä�åRæ=ñ�á�åRâ�ä þ ñ(é�ç�è-ñw� þ áTì°å�à�ãêì`ãêàWß`à x1
ã�ñÊ�ºç�ß`ì-î.ò ý�þ áTì^ÑRé þ áÄ"%UJOÇO·I�)P) $'OJQ

¥ §



 ��R(�K�I��Qç�æêæ�ç	��ñ�ò ý�þ áTâ�á��Qç�â�ávÑ
x1
ã�ñlãêì-ñ�áTâ(é�áHî#å�ñLå®è)ç�æ�á�é�ç�å¦ì-á�Ãç��76záHäTé(ã��há��Fß`ì-äTé(ã�ç�ì

T1
î`á��-ì-áHî[å�ñl�Qç�æêæ�ç	��ñ

T1(x) :=
f(x)− f ∗1

((x− x1)T (x− x1))λ1(x)

Ñ 0'ª-ò ÎhË 2
� þ áTâ�á

f∗1
î`áTì-ç�é�áHñ'é þ áWæ�çXä�åRæ�à�ãêì`ãêàWß`à åRì-î

λ1 : û n → û ã�ñ¦åÈ�Qß`ì-äTé(ã�ç�ìïé þ åRé®äHç�ìXé(â�ç�æ�ñ¦é þ áWñ(ãêë�á50Fãxò½ávòêÑ
é þ á�â�å�î@ãêß-ñ 2 ç���é þ á#è)ç�æ�á¶åRé x1

ò ý�þ áTìVåÿæ�çXä�åRæ�ñ�á�åRâ�ä þ ã�ñ�è)áTâ��ºç�â(à#áHî ß-ñ�ãêì��
T1

ãêì-ñ�é�á�å�î ç��
f
åRì-î é þ á

ñ(é�åRâ(é�è�ç�ãêìné�ã�ñ�à#ç��háHî å���åHð¨�Qâ�ç�à é þ á°è�ç�æ�áÈ�nð
ε ∈ û n Ñ |ε| � 1

ò ý�þ ã�ñ�è`â�ç=äHáHî@ß`â�á�ã�ñ�ãêé�áTâ�åRé�áHî.ò ý�þ á
äHç�â(â�áHñ(è�ç�ì-î@ãêì��C�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì â�á�å�î`ñ

Tk(x) :=
f(x)− f ∗k∏k

j=1((x− xj)T (x− xj))λj (x)

Ñ 0'ª-ò ÎvÌ 2
� þ áTâ�á

f∗k
ã�ñ�ì-ç�� é þ á9��áHñ(é�æ�çXä�åRæ�à�ãêì`ãêàWß`à �Qç�ß`ì-îÿñ�ç��xåRâ�òê8��?�=ã�ç�ß-ñ(æêðhÑ���á þ å��há

Tk(x) ≥ 0
ãF��åRì-îÿç�ì`æêð

ãF�
f(x) ≥ f ∗k

ò
ý�þ á#é(ß`ì`ì-áTæêæêãêì��µè þ å�ñ�á#áTì-î`ñ�ÑÊ� þ áTì ñ�ç�à#á

x ∈ û n �!ãêé þ T (x) < 0
ã�ñ�â�á�å�ä þ áHî.ò ý�þ ã�ñWà#á�åRì-ñ�é þ åRé

å���áTé(é�áTâÄ��åRæêß-áWé þ åRì
f∗k

ã�ñ¦ç��`é�åRãêì-áHî.ò ý�þ ã�ñ®è�ç�ãêìné¦ã�ñ'é þ áTìÏé þ áWñ(é�åRâ(é¦è�ç�ãêìné��Qç�â�å�ì-á� æ�çXä�åRæ«ñ�á�åRâ�ä þ ç�ì
/ â�ç��`æ�áTà 0'ª-ò ÎvÒ 2 ò � ��ì-ç�ñ(ß-ä þ x ä�åRì:��á3�Qç�ß`ì-î:�nð°é þ á�é(ß`ì`ì-áTæF��ñ�á�åRâ�ä þ é þ áTì±áTãêé þ áTâ�é þ á!â�å�î@ãêß-ñ�ç��.é þ á!è�ç�æ�áã�ñ!é�ç#ñ�à¶åRæêæ�ç�â®å�ì-á�³æ�ç=ä�åRæ^à�ãêì`ãêàWß`à ì-ç�éX��áTé(é�áTâ�é þ åRì

x∗
þ å�ñ��)áHáTì>�Qç�ß`ì-î.ò�×'áHñ(è�áHäTé(ã��háTæêð[é þ á�â�å�î@ãêß-ñ

ã�ñ!ãêì-äTâ�á�å�ñ�áHîµç�â®å°ì-á�³è�ç�æ�á�ã�ñ�ãêì-ñ�áTâ(é�áHî.ò ý�þ á�î`áHäTã�ñ(ã�ç�ìÏî`áTè)áTì-î`ñ®ç�ì3é þ áWî@ã�ñ(é�åRì-äHá<�)áTéz��áHáTìïé þ á+å�äTé(ß2åRæ
è�çvñ(ãêé(ã�ç�ì

x
åRì-î;é þ á�è�çvñ(ãêé(ã�ç�ì ç���é þ á�æ¯å�ñ(é�ãêì-ñ�áTâ(é�áHî è)ç�æ�ávò�Ó�ç�é þ ãêì-äTâ�á�å�ñ(ãêì��ïé þ á�â�å�î@ãêß-ñ+åRì-î;ãêì-ñ�áTâ(é(ãêì��

ì-á� è)ç�æ�áHñ�ã�ñ�ç�ì`æêð#î`ç�ì-á�åWæêãêà�ãêé�áHî¶ìXß`à¦��áTâ�ç��^é(ãêà#áHñ!åRì-î[é þ áTì[é þ á�� þ ç�æ�á�åRæ��hç�â(ãêé þ à ã�ñ�â�áHñ(é�åRâ(é�áHî5�!ãêé þ
å�ì-á�³â�åRì-î`ç�à�æêð3ä þ çvñ�áTìµñ(é�åRâ(é!è�ç�ãêìné�ò
= ã��vß`â�á ½ ñ þ ç	��ñ'åRìïá��-åRà�è`æ�á9�Fß`ì-äTé(ã�ç�ì

f(x1, x2) = −(− cos(
x1

5
) cos(

x2

5
) + 10−6(x4

1 + x4
2) + 10−4(x2

1 + x2
2)− 3

10
cos(

x1x2

10
),

0'ª-ò Î ½ 2
é þ åRé þ å�ñ�ñ�á�háTâ�åRæ
æ�ç=ä�åRæ
à¶å;�@ãêà¶åRæ)è)ç�ãêìXé�ñ�åRì-î�� þ ã�ä þ ��á þ å��há�å�î`î@ãêé(ã�ç�ì2åRæêð[î@ã�ñ(é(ß`â���áHî:�Xð þ ã�� þ �|�Qâ�á��nß-áTìXé
ì-ç�ã�ñ�ávò,-Xãêì-äHá!ç�ß`â�åRæ��hç�â(ãêé þ àÂî`ç=áHñlà�ãêì`ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì^Ñ?��á�ß-ñ�áHî −f ò ý�þ á1�væ�ç��2åRæ`à¶å;�@ãêàWß`à�ç��)é þ ã�ñs�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì
ã�ñ!é þ á¦��åRæêß-á

1.3
åRé

(0, 0)
ò1À¦ñ�ñ(é�åRâ(é(ãêì��#è�ç�ãêìné���á�ß-ñ�áHî

(−30, 20)
åRì-î ç��`é�åRãêì-áHî é þ á:0Fæ�ç=ä�åRæ 2 à¶å;�@ãêà¶åRæ

-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2

-40
-20

 0
 20

 40 -40
-20

 0
 20

 40

-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2

x1
x2

-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2

-40 -20  0  20  40

-40

-20

 0

 20

 40

x1

x2

= ã��vß`â�á ½7Å ý áHñ(é��|�Qß`ì-äTé(ã�ç�ìA�ºç�âX�væ�ç��2åRæ«ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì;å�ñÄ§�îµåRì-îïÎ�îïè`æ�ç�é�ò�Þ¦ç�é�á�é þ á þ ã�� þ �|�Qâ�á��Xß-áTìné¦ì-ç�ã�ñ�á
ä�åRß-ñ�áHîT�Xð[é þ á�é�áTâ(à − 3

10 cos(x1x2
10 )

åRì-î3ì-ç�é'î@ß-á�é�ç°è`ß`â�á��vâ�åRè þ ã�ä�åRæ�â�áHñ�ç�æêß`é(ã�ç�ì^ò

è�ç�ãêìné�ñ#ñ þ ç	�!ìÃãêì ý å��`æ�áTª-òg§@ò À��Fé�áTâÈª�ãêé�áTâ�åRé(ã�ç�ì-ñ�Ñ���á þ å���áÿâ�á�å�ä þ áHî é þ áW�væ�ç��2åRæ�à¶å;�=ãêà+ß`à òý8®é þ áTâ
é�áHñ(é��|�Qß`ì-äTé(ã�ç�ì-ñ¦��áTâ�á¶é�å��háTìÆ�Fâ�ç�à�� ¥*¥�� åRì-î ç�ß`âWà#ç=î@ãF�2áHîVåRæ��hç�â(ãêé þ à ��å�ñ�ñ(ß-äHäHáHñ�ñ��Qß`æêæ�åRæ�ñ�ç>�Qç�â þ ã�� þ áTâ
î@ãêà#áTì-ñ(ã�ç�ì2åRælè`â�ç��`æ�áTà#ñ�òÄÁ¼�háTì;é þ áWìXß`à¦��áTâ�ç��¼�Fß`ì-äTé(ã�ç�ì;á��åRæêß2åRé(ã�ç�ì-ñ9��å�ñ¦ãêìïé þ á�ñ�åRà#á+ç�â�î`áTâ�å�ñÄ�!ãêé þ
�vâ�å�î@ã�áTìné��2å�ñ�áHî ç�è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì;åRæ��hç�â(ãêé þ à#ñ'ãêì�� ¥*¥�� ò

¥ ª



(x1, x2)
�|�

(−19.357, 19.357)
�tÕ@ò ª ½7¥�½

(−17.673, 17.673)
�tÕ@ò Ì ½ ÕvÌ

(−15.837, 15.837)
� ¥ ò ¥ Î*§vÕ

(5.464 · 10−8, 5.606 · 10−8)
� ¥ òg§vÕvÕvÕ

ý å��`æ�á ¥*Å ×'áHñ�ß`æêé�ñ!ç�� ý ß`ì`ì-áTæêãêì����.8®è`é(ãêà�ãêëiåRé(ã�ç�ì ç�ì é þ á�á��`åRà�è`æ�á<�Fß`ì-äTé(ã�ç�ì�0%Á,�nì^òX0'ª-ò Î ½ 2�2 ò

R,Ù�R �wâi Hà#â*Ý'���
À¦ñ�á��=è`æ¯åRãêì-áHî ãêìE-=áHäTé(ã�ç�ìE§@ò Î@ò Î@Ñ¿��á#î`áTè)áTì-î ç�ì å5�ºå�ñ�é¦æ�ç	� �2î`áTæêãêé�ð äHç=î`á��ºç�â�é þ á�@ = Ô%ä�åRæ�äTß`æ¯åRé(ã�ç�ì-ñiò
ý�þ ã�ñLà#á�åRì-ñ���á'áTì-äHç�ß`ìné�áTâ!å�æ�çvñ�ñ�ç���å�äHäTß`â�åRâ(ðhÑJ� þ ã�ä þ ��á þ å��há�é�ç+äHç�à�è)áTì-ñ�åRé�ávò ý�þ ã�ñ�ã�ñLî`ç�ì-áX�Xð°ß-ñ(ãêì��
é þ á þ ã�� þ �|�2î`áTæêãêétðµäHç=î`áWåRì-îµè þ ð@ñ(ã�ä�åRæ�á��@è)áTâ(ãêà#áTìXé�ñ��Qç�âX�våRæêã�î-åRé(ã�ç�ì;ç��lé þ áWâ�áHñ(ß`æêé�ñ¦ç��lì-á� ÓX-�@�ñ�� þ ã�ä þ
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